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Este trabalho busca motivar o estudo das geometrias na˜o euclidianas por meio de notas
histo´ricas e aplicac¸o˜es. Para isso foram escolhidos dois modelos aplica´veis ao cotidiano dos
estudantes: a geometria do taxista, que modela o tra´fego em uma cidade, e a geometria
da superf´ıcie esfe´rica, que modela os deslocamentos sobre a superf´ıcie do nosso planeta.
Os temas sa˜o abordados de forma que o leitor possa reconhecer as principais diferenc¸as
entre esses modelos e o modelo euclidiano, que domina o ensino de geometria nas escolas,
e compreender a importaˆncia das aplicac¸o˜es desses modelos.
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ABSTRACT
This work seeks to motivate the study of non euclidean geometrys through historical
notes and applications. We present two models applicable to the daily lives of the stu-
dents were chosen: the taxist geometry, which models traffic in a city, and the spherical
geometry, which models the displacements on the surface of our planet. The subjects are
covered so that the reader can recognize the main differences between these models and
the euclidean model, the most popular among studets, and understand the importance of
the applications of these models.
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1.1 Histo´ria da geometria
Na˜o se sabe ao certo em que momento histo´rico iniciou-se o estudo da geometria (do
grego, medir a terra), mas sabe-se que sua origem esta´ ligada a algumas pra´ticas do co-
tidiano relacionadas ao plantio, construc¸o˜es e movimento dos astros, sendo usada para
ca´lculo de a´reas, superf´ıcies e volumes. Seu estudo ja´ aparece claramente nas civilizac¸o˜es
eg´ıpcia e babiloˆnica, por volta do se´culo XX a.C , resolvendo problemas de agrimensura.
Todos os anos o rio Nilo extravasava as margens e inundava o seu delta. Essas cheias
depositavam nos campos de cultivo lamas aluviais ricas em nutrientes, tornando o delta
do Nilo a mais fe´rtil terra lavra´vel do mundo antigo. Em contrapartida, o rio destru´ıa as
marcas f´ısicas de delimitac¸a˜o entre as possesso˜es de terra. Dessa forma, os agricultores e
administradores de templos, pala´cios e demais unidades produtivas fundadas na agricul-
tura na˜o tinham refereˆncia clara do limite das suas possesso˜es para poderem cultiva´-las
e pagarem os impostos devidos, o que muitas vezes gerava grandes conflitos. Os antigos
farao´s resolveram passar a nomear funciona´rios, os agrimensores, cuja tarefa era avaliar
os preju´ızos das cheias e restabelecer as fronteiras entre as diversas posses, com isso o
estudo da geometria comec¸ou a ser levado a se´rio.
Por volta de 500 a.C., as primeiras academias foram fundadas na Gre´cia e a busca
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por conhecimentos sobre geometria aumentava. A partir de Tales de Mileto (600 a.C.,
aproximadamente), surgem as primeiras tentativas de deduzir os fatos geome´tricos, mas
seu principal refinamento foi devido a Euclides, em seu livro Os Elementos, por volta de
300 a.C.
Pouco se sabe sobre a vida de Euclides, assim como a de muitos outros grandes
matema´ticos da antiguidade, na˜o se sabe onde nasceu, nem sua formac¸a˜o. Os historiadores
da matema´tica suspeitam que tenha estudado na Academia de Plata˜o, em Atenas, por
causa da semelhanc¸a entre a visa˜o platoˆnica do conhecimento e a visa˜o de Euclides, em
particular do desinteresse pelas aplicac¸o˜es pra´ticas. Nos registros histo´ricos Euclides foi
o primeiro a apresentar a matema´tica como cieˆncia dedutiva, em que cada afirmac¸a˜o
deveria ser deduzida de outras mais simples de maneira lo´gica e sucessiva. Sua obra mais
importante, Os Elementos, ate´ pouco tempo atra´s ainda era usada como texto introduto´rio
ao estudo de matema´tica elementar e ate´ hoje e´ tratado como uma refereˆncia para a
exposic¸a˜o da geometria. O livro e´ uma compilac¸a˜o de teoremas conhecidos e demonstrados
por Euclides de forma sistema´tica, com uma ordenac¸a˜o lo´gica.
1.2 A geometria Euclidiana
O grande passo de Euclides foi apresentar a matema´tica, em particular a geometria,
de uma maneira sistema´tica e dedutiva. Em suas abordagens toda afirmac¸a˜o deveria ser
deduzida logicamente a partir de outras afirmac¸o˜es mais simples, e assim sucessivamente.
Nesse contexto surgiu a necessidade de algumas afirmac¸o˜es mais simples do que todas as
outras, que na˜o fossem demonstradas, para dar in´ıcio a essa cadeia. Essas afirmac¸o˜es fo-
ram apresentadas por ele em dois grupos: as noc¸o˜es comuns e os postulados. A distinc¸a˜o
entre esses grupos na˜o e´ muito clara, mas noc¸o˜es comuns seriam consideradas hipo´teses
aceita´veis a todas as cieˆncias e postulados seriam hipo´teses pro´prias da Geometria. Se-
guem abaixo as noc¸o˜es comuns e postulados propostos por Euclides em Os Elementos :
Noc¸o˜es Comuns
1. Coisas iguais a uma mesma coisa sa˜o tambe´m iguais.
2. Se iguais sa˜o adicionados a iguais, os totais sa˜o iguais.
3. Se iguais sa˜o subtra´ıdos de iguais, os restos sa˜o iguais.
4. Coisas que coincidem uma com a outra, sa˜o iguais.
5. O todo e´ maior do que qualquer uma das partes
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Postulados
I. Pode-se trac¸ar uma (u´nica) reta ligando dois pontos.
II. Pode-se prolongar (de uma u´nica maneira) uma reta finita continuamente em uma
linha reta.
III. Pode-se trac¸ar um c´ırculo com centro qualquer e raio qualquer.
IV. Todos os aˆngulos retos sa˜o iguais.
V. Se uma reta, interceptando duas outras, forma aˆngulos internos de um mesmo lado
cuja soma e´ menor que dois retos, enta˜o estas duas retas, se prolongadas indefinida-
mente, se encontram naquele lado cuja soma dos aˆngulos internos e´ menor que dois
retos.
Com essas afirmac¸o˜es, Euclides criou o primeiro e mais duradouro modelo para o
espac¸o f´ısico, a Geometria Euclidiana, estudado e ensinado ate´ hoje em todas as escolas e
cursos de matema´tica. No total, Os Elementos de Euclides acumulava 465 proposic¸o˜es, to-
das deduzidas uma a uma, em um encadeamento lo´gico iniciado pelos postulados. Durante
muitos anos esse modelo pareceu ser um encadeamento lo´gico perfeito, ate´ que estudos
mais rigorosos sobre sistemas axioma´ticos apontaram alguns problemas. Foi determinado
que um sistema axioma´tico tenha as treˆs propriedades a seguir:
1) Completude: tudo que sera´ usado na teoria esta´ apropriadamente contido nos
axiomas, de maneira que na˜o haja hipo´teses impl´ıcitas.
2) Consisteˆncia: e´ imposs´ıvel deduzir dois teoremas contradito´rios dos axiomas.
3) Independeˆncia: nenhum axioma e´ consequ¨eˆncia de alguma combinac¸a˜o dos de-
mais.
Com base nessa ana´lise, ficava claro que o trabalho de Euclides precisava de uma
revisa˜o, uma vez que suas demonstrac¸o˜es eram cheias de apelos a` intuic¸a˜o, com hipo´teses
implic´ıtas. David Hilbert (1862 − 1943) fez uma reconstruc¸a˜o rigorosa de Os Elementos
em sua obra Fundamentos da Geometria, esclarecendo os problemas lo´gicos com uma
nova proposta de noc¸o˜es primitivas e axiomas. Hilbert tomou como conceitos primitivos
o ponto, a reta e o plano e os considera interligados a duas relac¸o˜es na˜o definidas: ”estar
entre”e ”congrueˆncia”. Tambe´m elaborou o primeiro conjunto completo de axiomas da
geometria euclidiana, subdividido-os como axiomas de incideˆncia, ordem, congrueˆncia,
paralelismo e continuidade. Em 1904, Hilbert provou que a geometria euclidiana proposta
por ele era ta˜o consistente quanto a aritme´tica.
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1.3 O quinto postulado
Os quatro primeiros postulados de Euclides satisfazem plenamente a`s condic¸o˜es de
simplicidade necessa´rias para serem a base de um sistema axioma´tico, pore´m o quinto
postulado parece na˜o ter essa caracter´ıstica. O pro´prio Euclides deve ter percebido isso
pois retardou ao ma´ximo o uso deste postulado (ele so´ e´ utilizado a partir da proposic¸a˜o
29 de Os Elementos, para provar que quando uma reta corta duas paralelas formam-
se aˆngulos congruentes). Outro fator que diferencia o quinto postulado dos outros e´
sua extensa˜o. A dificuldade de explica´-lo ja´ e´ uma evideˆncia de que na˜o deveria ter
uma aceitac¸a˜o ta˜o evidente. De fato, o quinto postulado era ta˜o pouco evidente que,
durante va´rios se´culos, inu´meras tentativas foram feitas para demonstra´-lo, como se fosse
na verdade um teorema. O grande problema e´ que todos que chegavam perto o suficiente
da demonstrac¸a˜o acabaram por admitir fatos que eram equivalentes ao quinto postulado
ou na˜o podiam ser demonstrados usando unicamente os outros quatro postulados.
Afirmar que um postulado A e´ equivalente ao quinto postulado significa dizer que
o desenvolvimento dos quatro primeiros postulados mais o postulado A coincide com
Geometria Euclidiana. Ale´m disso, tomando o postulado A e´ poss´ıvel provar o quinto
postulado, e vice-versa. O matema´tico escoceˆs John Playfair, em 1795, publicou um
trabalho no qual propo˜e uma forma equivalente ao quinto postulado que acabou por se
tornar seu substituto mais conhecido:
Axioma de Playfair: Por um ponto fora de uma reta pode-se trac¸ar uma u´nica reta
paralela a` reta dada.
Conve´m observar que, na forma proposta por Playfair, a existeˆncia de uma reta para-
lela a r passando pelo ponto P pode ser provada a partir dos quatro primeiros postulados
[10], pore´m a unicidade dessa paralela e´ o que faz com que a afirmac¸a˜o seja um postulado.
A seguir outros equivalentes ao quinto postulado de Euclides:
Postulado: existe um par de triaˆngulos semelhantes e na˜o congruentes.
Postulado: existe um par de retas equ¨idistantes.
Postulado: a soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ sempre igual a dois aˆngulos
retos.
Postulado: se treˆs dos aˆngulos de um quadrila´tero sa˜o retos, enta˜o, o u´ltimo tambe´m e´
reto.
Esses postulados equivalentes deixam ainda mais claro que o quinto postulado na˜o e´
o´bvio e sem ele na˜o ter´ıamos o teorema da soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo,
toda teoria dos triaˆngulos semelhantes e, consequ¨entemente, a trigonometria deixaria de
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existir. Em contrapartida ao negar o quinto postulado, e consequentemente todos os
postulados equivalentes a ele, podemos obter outras geometrias ta˜o coerentes quanto a
euclidiana pore´m um tanto diferentes da que estamos acostumados.
1.4 Tentativas de demonstrar o quinto postulado
”... ele (o quinto postulado da Geometria Euclidiana) deveria ser retirado completamente
da redac¸a˜o dos postulados, pois e´ um teorema dif´ıcil, o qual Ptolomeu propoˆs-se a de-
monstrar...”
(Proclus, nos comenta´rios sobre o livro I de Os Elementos)
Proclus (410 - 485 d.C) foi um filo´sofo grego que estudou na academia de Plata˜o e
escreveu o trabalho Comenta´rios sobre Os Elementos de Euclides, uma das principais
fontes de informac¸a˜o sobre a geometria grega. Nesse trabalho ele critica o quinto postu-
lado de Euclides, comenta algumas tentativas anteriores de provar o postulado e propo˜e
sua pro´pria demonstrac¸a˜o da unicidade das paralelas, que seria equivalente ao quinto
postulado.
Demonstrac¸a˜o de Proclus:
Dadas duas retas paralelas l e m, e uma outra reta n que intercepta m no ponto P ,
deseja-se provar que n tambe´m intercepta l.
Seja Q o pe´ da perpendicular a` reta l passando por P .
Se n coincide com a reta determinada por P e Q, enta˜o ela intercepta l em Q. Caso
contra´rio tome os pontos Y ∈ M e X ∈ N , tais que a semirreta PY esteja entre PX e
PQ.
Tome X como pe´ da perpendicular a m passando por Y . Agora quando afastamos
Y arbitrariamente do ponto P (mantendo sempre a direc¸a˜o tomada inicialmente para a
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semirreta PY ), o segmento XY cresce indefinidamente, e desse modo torna-se maior do
que o segmento PQ. Portanto, Y passa para o outro lado da reta l, de forma que n deve
interceptar a reta l.
Os argumentos de Proclus sa˜o bem sofisticados pois envolvem movimento e conti-
nuidade, conceitos que na˜o eram completamente dominados na e´poca. Cada etapa da
demonstrac¸a˜o esta´ correta, mas na˜o e´ poss´ıvel chegar a conclusa˜o. Com efeito, basta
observar que a sequeˆncia (an) definida pela lei an = 1 − 1
2n
, na qual os termos crescem
indefinidamente, e´ convergente pois lim
n→∞
an = 1, mas nunca ocorre an = 1. Portanto sua
conclusa˜o final na˜o e´ necessariamente correta.
O persa Nasir EddinAll Tusin(1201 - 1274) foi um astroˆnomo, matema´tico persa e
editor de uma versa˜o de Os Elementos para o a´rabe. Nasir supoˆs, sem demonstrac¸a˜o, o
seguinte axioma para deduzir o quinto postulado:
Axioma: Sejam m e n duas retas, A um ponto de m e B um ponto de n, tais que AB e´
perpendicular a n e forma um aˆngulo agudo com m. Enta˜o as perpendiculares baixadas
de m a` reta n, do lado do aˆngulo agudo, sa˜o menores do que AB e as que ficam do outro
lado sa˜o maiores do que AB.
JohnWallis (1616-1703) propo˜e substituir o postulado das paralelas por outro que
considerava mais razoa´vel:
Postulado de Wallis: Dado qualquer triaˆngulo ∆ABC e qualquer segmento DE, existe
um triaˆngulo ∆DEF que e´ semelhante ao triaˆngulo ∆ABC. Sejam m e n duas retas, A
um ponto de m e B um ponto de n, tais que AB e´ perpendicular a n e forma um aˆngulo
agudo com m. Enta˜o as perpendiculares baixadas de m a` reta n, do lado do aˆngulo agudo,
sa˜o menores do que AB e as que ficam do outro lado sa˜o maiores do que AB. (Lembre-se
que dois triaˆngulos sa˜o semelhantes se existe um correspondeˆncia 1−1 entre seus ve´rtices
de modo que os aˆngulos correspondentes, chamados de homo´logos, sejam congruentes.)
Wallis propoˆs uma demonstrac¸a˜o para o postulado das paralelas utilizando seu pos-
tulado.
Demonstrac¸a˜o de Wallis: Dada uma reta l e um ponto P fora de l, construa a reta m
paralela a` l passando por P por meio da perpendicular comum PQ, com Q ∈ L.
Seja n uma reta qualquer que passa por P e e´ distinta de l. Considere a semirreta de
n, com origem em P , que esta´ entre uma das semirretas de m, com origem tambe´m em
P , e a semirreta PQ. Agora tome um ponto R ∈ e seja S o pe´ da perpendicular a` reta
PQ, passando por R. Considere o triaˆngulo ∆PSR. Pelo postulado de Wallis existe um
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ponto T tal que os triaˆngulos ∆PSR e ∆PQT sa˜o semelhantes. Podemos supor que T
e R esta˜o do mesmo lado de PQ, caso contra´rio bastaria fazer um reflexa˜o do triaˆngulo
∆PQT em torno de PQ.
Agora os aˆngulos TPQ e RPS sa˜o congruentes, pela definic¸a˜o de triaˆngulos seme-
lhantes. Como a semirreta PQ e´ lado dos dois aˆngulos, segue que as semirretas PT e
PR coincidem, logo T e´ um ponto de n. Analogamente os aˆngulos PQT e PSR sa˜o
congruentes e, sendo assim, PQT e´ reto, portanto T esta´ em l.
Portanto, l e n se interceptam em T e existe, no ma´ximo, uma paralela a` l passando
por P .
Os argumentos utilizados por Wallis sa˜o todos corretos, pore´m na˜o existe raza˜o para
considerar seu postulado mais plaus´ıvel que o postulado das paralelas, eles sa˜o logicamente
equivalentes.
Girolamo Saccheri (1667-1733) era um padre Jesu´ıta e sua ideia para demonstrar o
postulado das paralelas foi de utilizar um argumento de reduc¸a˜o ao absurdo, sua tentativa
foi publicada em seu livro Euclides ab omni naevo vindicatus. Esse me´todo consiste
em assumir como hipo´tese que a proposic¸a˜o a ser demonstrada e´ falsa. Se durante a
demonstrac¸a˜o ocorrer alguma contradic¸a˜o, isso implica que a proposic¸a˜o e´ verdadeira.
Em sua demonstrac¸a˜o ele introduz o que chamamos hoje de quadrila´tero de Saccheri:
um quadrila´teroABCD cujos aˆngulosA eB sa˜o retos e os ladosAD eBC sa˜o congruentes,
nesse caso dizemos que o quadrila´tero de Saccheri tem base AB.
A partir desse quadrila´tero seu trabalho consistia em treˆs passos:
• Provar que os aˆngulos C e D sa˜o congruentes;
• Provar que o quinto postulado equivale com a hipo´tese dos aˆngulos C e D serem
retos;
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• Provar que o fato dos aˆngulos C e D serem agudos ou obtusos entra em contradic¸a˜o
com uma das 28 primeiras proposic¸o˜es de Os Elementos de Euclides.
A seguir temos o argumento utilizado por Saccheri para provar o primeiro passo de
seu trabalho.
Proposic¸a˜o 1.1. Se ABCD e´ um quadrila´tero de Saccheri com base AB, enta˜o os aˆngulos
C e D sa˜o congruentes.
Demonstrac¸a˜o: Considere os triaˆngulos ∆DAB e ∆CBA. Por definic¸a˜o, temos que
AD e´ congruente a BC. Assim ∆DAB e´ congruente a ∆CBA, pelo crite´rio LAL (o
crite´rio LAL ja´ tinha sido demonstrado sem necessidade do quinto postulado). Logo os
lados AC e BD sa˜o congruentes. Considere agora os triaˆngulos ∆DCB e ∆CDA, eles sa˜o
claramente congruentes pelo crite´rio LLL. Portanto os aˆngulos C e D sa˜o congruentes.
Apo´s demonstrar essa proposic¸a˜o, Saccheri considerou os treˆs casos poss´ıveis: Os
aˆngulos C e D poderiam ser ambos retos, obtusos ou agudos. Provar que apenas o pri-
meiro caso era verdadeiro seria equivalente a provar o postulado das paralelas, dessa forma
ele tentou mostrar que os outros dois casos conduziam a uma contradic¸a˜o (reduc¸a˜o ao
absurdo). A hipo´tese dos aˆngulos obtusos foi facilmente descartada, pois se fosse verda-
deira o quadrila´tero teria a soma dos aˆngulos maior do que 360◦, o que e´ uma contradic¸a˜o
(ja´ havia sido provado que a soma dos aˆngulos de um triangulo deve ser menor ou igual
a 180◦ sem utilizar o quinto postulado, para os leitores interessados esse resultado e´ cha-
mado de Teorema de Saccheri-Legendre e sua demonstrac¸a˜o pode ser encontrada em [10]).
Entretanto, ao procurar uma contradic¸a˜o para a hipo´tese do aˆngulo agudo, provou uma
se´rie de resultados coerentes com todos os postulados da Geometria Euclidiana, exceto
o quinto. Esses resultados seriam todos coerentes com uma Geometria na˜o Euclidiana,
que so´ viria a ser aceita muitos anos depois. Apesar de na˜o aceitar a existeˆncia de tal
geometria, seus resultados foram um pontape´ inicial para a quebra desse paradigma.
Johann Heinrich Lambert (1728-1777) fez uma abordagem semelhante a` de Saccheri
na tentativa de provar o quinto postulado (ou postulado das paralelas), seu trabalho foi
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escrito em 1766 e publicado apo´s sua morte, por G.Bernoulli e C.F Hindenburg. Ele
estudou quadrila´teros que tinham pelo menos 3 aˆngulos retos, conhecidos hoje como
quadrila´teros de Lambert, considerando a hipo´tese do quarto aˆngulo ser reto (equivalente
ao quinto postulado), agudo ou obtuso.
Assim como Saccheri, Lambert eliminou a hipo´tese do aˆngulo obtuso assumindo que
a reta e´ ilimitada. Todavia, tambe´m na˜o chegou em contradic¸a˜o ao tentar demonstrar
a hipo´tese do aˆngulo agudo, deduzindo proposic¸o˜es inusitadas. Entre elas destaca-se a
seguinte:
”A a´rea de um triaˆngulo e´ proporcional a diferenc¸a entre a soma de seus aˆngulos internos
e dois aˆngulos retos.”
Essa diferenc¸a, conhecida hoje como deficieˆncia ou excesso do triaˆngulo, tem um papel
muito importante na Geometria Hiperbo´lica, onde as soma dos aˆngulos de um triaˆngulo e´
menor do que dois retos, e na Geometria Esfe´rica, onde a soma dos aˆngulos de um triaˆngulo
e´ maior do que dois retos. Veremos mais adiante, no Cap´ıtulo 3, a demonstrac¸a˜o dessa
afirmac¸a˜o para um caso particular da Geometria Esfe´rica. Essa deficieˆncia ou excesso e´
igual a zero na Geometria Euclidiana, na qual a soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo
e´ exatamente 180◦. Lambert tambe´m observou que a hipo´tese do aˆngulo obtuso vale para
triaˆngulos esfe´ricos e que a hipo´tese do aˆngulo agudo ocorre na superf´ıcie de uma esfera de
raio imagina´rio. Suas observac¸o˜es seriam posteriormente comprovadas pelos matema´ticos
Riemann e Lobachewsky.
Adrien Legendre (1752 - 1833) foi um grande matema´tico franceˆs, tendo feito inu´meras
pesquisas em matema´tica pura e aplicada. Tambe´m foi um auteˆntico professor que se dedi-
cava a` educac¸a˜o matema´tica. Entre seus trabalhos escreveu um livro, chamado Elementos
de Geometria, que foi largamente utilizado por estudantes de matema´tica ba´sica nas esco-
las, ja´ que o estilo de suas demonstrac¸o˜es era mais simples e acess´ıvel. Seu livro tambe´m
foi muito utilizado no Brasil, alcanc¸ando mais de 25 edic¸o˜es.
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O trabalho de Legendre em busca de demonstrar o quinto postulado baseou-se em
treˆs hipo´teses (analogamente aos trabalhos de Saccheri e Lambert):
I. A soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ igual a 180◦ (equivalente ao quinto
postulado);
II. A soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ menor do que 180◦
III. A soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ maior do que 180◦.
Assim como seus predecessores, Legendre eliminou facilmente a possibilidade da soma
dos aˆngulos internos de um triaˆngulo ser maior do que 180◦, pois encontrou contradic¸a˜o.
Pore´m, as va´rias demonstrac¸o˜es fornecidas por Legendre de que a soma dos aˆngulos
internos de um triaˆngulo na˜o pode ser menor do que 180◦ estavam incorretas.
1.5 A concepc¸a˜o de uma nova geometria
Os treˆs matema´ticos (Saccheri, Lambert e Legendre) tentaram provar o quinto postu-
lado por meio da eliminac¸a˜o das outras hipo´teses que competiam com ele. Nenhum deles
conseguiu elimina´-las por completo e acabaram chegando a resultados interessantes nesse
processo. Pore´m eles na˜o deram muito cre´dito a essas descobertas por na˜o aceitarem a
possibilidade de existirem outras geometrias, na˜o euclidianas. Os matema´ticos citados a
seguir foram os primeiros a aceitar essa quebra de paradigmas e ter coragem de pu´blicar
seus resultados de ta˜o dif´ıcil aceitac¸a˜o.
Janos Bolay (1802-1860) se dedicou ao estudo da teoria das paralelas desde jovem,
apesar dos apelos de seu pai, o matema´tico hu´ngaro Wolfgang Bolay, para que na˜o seguisse
por esse caminho. Wolfgang estudava o problema juntamente com o renomado matema´tico
Friedrich Gauss, portanto conhecia as grandes dificuldades envolvidas e chegou a escrever
a seguinte carta para Janos:
”Pelo amor de Deus, eu lhe pec¸o, desista! Tema tanto isso quanto as paixo˜es sensuais
porque isso pode tomar todo o seu tempo e priva´-lo de sau´de, paz de esp´ırito e felicidade
na vida!”
Em 1820 Janos resolveu negar o quinto postulado ao inve´s de continuar tentando de-
monstra´-lo e resultados interessantes comec¸aram a aparecer. Nesse ponto ele comec¸ou a
conceber a possibilidade da existeˆncia de uma geometria geral, na qual a geometria eucli-
diana seria um caso particular. Negando o quinto postulado, havia duas possibilidades:
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I. Na˜o existe qualquer reta paralela a uma reta dada passando por um ponto fora
desta reta.
II. Existe mais de uma reta paralela a uma reta dada passando por um ponto.
Pore´m, e´ consequ¨eˆncia dos quatros primeiros postulados a existeˆncia de retas parale-
las, eliminando, assim, a hipo´tese I.
Janus resolveu citar publicamente seus trabalhos sobre a existeˆncia de geometrias na˜o
euclidianas. Ele publicou suas descobertas, em 26 pa´ginas, no apeˆndice de um livro de
autoria do seu pai, Wolfgang Bolay. Wolfgang mandou uma co´pia para Gauss esperando
que ele fizesse uma boa propaganda do trabalho de seu filho, pore´m obteve a seguinte
resposta:
”Se eu comec¸ar com a proposic¸a˜o que na˜o ouso louvar seu trabalho, voceˆ ficara´ surpreso
por um momento, mas na˜o posso fazer de outra forma; louva´-lo seria louvar a mim mesmo;
pois o conteu´do inteiro deste trabalho, o caminho seguido pelo seu filho, os resultados aos
quais foi levado, coincidem quase que exatamente com minhas pro´prias meditac¸o˜es que
ocuparam minha mente por trinta a trinta e cinco anos. Sendo assim, eu estou surpreso
ao extremo...Estou muito surpreso do esforc¸o e muito feliz de ser o filho do meu velho
amigo a poupar-me de forma ta˜o impressionante.”
Janos fica decepcionado com a resposta de Gauss por imaginar que este estava ten-
tando se apropriar dos seus resultados e ficar com o me´rito pela descoberta. Com isso,
entra em depressa˜o e na˜o publica mais suas pesquisas.
Friedrich Gauss (1777−1855) foi o maior matema´tico de sua e´poca e contribuiu muito
para o desenvolvimento da nova geometria. Na verdade, ele foi o primeiro a designar a nova
geometria como na˜o euclidiana. Ha´ evideˆncias de que tenha trabalhado com as geometrias
na˜o euclidianas desde os 15 anos e que tenha se antecipado a Janus Bolay em algumas
descobertas, pore´m apenas alguns dos seus resultados foram conhecidos durante sua vida.
Gauss tinha receio de publicar seus resultados, apesar de sua grande reputac¸a˜o, pois
naquele tempo a Inquisic¸a˜o exercia grande pressa˜o sobre aqueles que dominavam algum
tipo de conhecimento. As teorias de Kant, cuja filosofia havia sido adotada pela igreja
cato´lica colocavam que o rigor das demonstrac¸o˜es matema´ticas deveria ser dispensado e
a intuic¸a˜o adotada. Kant chamava o espac¸o euclidiano de uma ”necessidade inevita´vel
de pensamento”. Gauss por outro lado acreditava na necessidade das demonstrac¸o˜es
matema´ticas e temia o que ele mesmo chamava de ”uivo dos estu´pidos”caso publicasse suas
descobertas, propondo geometrias na˜o euclidianas. Dessa forma, sabe-se da descoberta da
nova geometria por Gauss grac¸as a`s suas anotac¸o˜es e correspondeˆncias que trocava com
alguns matema´ticos da e´poca. Muitos de seus resultados foram divulgados dessa forma.
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Segue um trecho da carta escrita por Gauss a F.A. Taurinus, em Go¨ttingem, em 8 de
novembro de 1824:
”... A hipo´tese que a soma dos aˆngulos e´ menor que 180◦ leva a uma geometria curiosa,
muito diferente da nossa (a euclidiana), mas totalmente consistente, a qual desenvolvi a
um ponto que me satisfaz plenamente, no sentido de que posso resolver qualquer problema
nela, com excec¸a˜o da determinac¸a˜o de uma constante que na˜o pode ser fixada a priori. ...
... Os teoremas dessa geometria parecem paradoxais e absurdos para um na˜o iniciado;
mas reflexa˜o cuidadosa sobre o assunto revela que eles na˜o conte´m nada de imposs´ıvel.
...
... Todos os meus esforc¸os para descobrir uma contradic¸a˜o, uma inconsisteˆncia, nesta
geometria na˜o euclidiana na˜o tiveram sucesso, e a u´nica coisa nela que se opo˜e a nossa
concepc¸a˜o e´ que, se for verdade, deve existir no espac¸o uma unidade universal de medida
linear (desconhecida por no´s). ...”
Gauss estudou casos de superf´ıcies de curvatura constante onde os triaˆngulos possuiam
soma dos aˆngulos internos diferentes de dois retos. Ele propoˆs o resultado de que o excesso
de um triaˆngulo trac¸ado sobre uma superf´ıcie esfe´rica (Geometria Esfe´rica), na qual a
curvatura e´ uma constante positiva, e´ diretamente proporcional a` a´rea desse triaˆngulo.
No caso particular dessa superf´ıcie esfe´rica ter raio unita´rio, o excesso do triaˆngulo e´
igual a` sua a´rea, como veremos no Cap´ıtulo 3. Esses estudos de Gauss coincidiam com
o trabalho de Lambert e indicava a existeˆncia de uma geometria onde na˜o era va´lido o
postulado das paralelas.
O russo Lobachewsky (1792 - 1856) formou-se na Universidade de Kasanem 1813 e
logo tornou-se professor, sendo que aos 21 anos de idade tornou-se membro do corpo
docente dessa universidade. Aos 35 anos foi nomeado reitor e e´ considerado o maior
matema´tico russo de seu tempo. Foi o primeiro a publicar um texto sobre geometria
na˜o euclidiana, em 1829, dois anos antes de Janus Bolay, a qual nomeou de geometria
imagina´ria. Seu trabalho foi publicado em russo e atraiu pouca atenc¸a˜o ale´m das severas
cr´ıticas dos matema´ticos russos. Em 1846 foi demitido da Universidade de Kazan apesar
de 20 anos de servic¸o impeca´vel enquanto professor e administrador.
Na verdade, Lobachewsky, Gauss e Janus Boylai desenvolveram a geometria na˜o Eu-
clidiana ao mesmo tempo, mas Lobachewsky foi o primeiro a comunicar suas descobertas
e na˜o temeu o impacto que seu trabalho poderia causar na teoria Kantiana. Somente apo´s
a morte de Gauss e a publicac¸a˜o de suas cartas, a comunidade matema´tica comec¸ou a con-
siderar seriamente as ideias na˜o euclidianas. Grandes matema´ticos continuaram o estudo
da Geometria na˜o Euclidina, como Beltrami, Poincare´, Klein e Riemann, estendendo,
classificando e aplicando o assunto em outras a´reas da matema´tica.
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Riemann foi considerado o aluno mais brilhante de Gauss, nas palavras do pro´prio
Gauss, ele fundou a Geometria Riemanniana que generalizava as ideias de todos os ma-
tema´ticos anteriores sobre as geometrias na˜o euclidianas. Seus resultados valem para
qualquer espac¸o de curvatura constante, sendo que quando essa curvatura e´ negativa de-
nominamos o espac¸o de hiperbo´lico, quando e´ positiva denominamos de espac¸o el´ıptico (o
espac¸o esfe´rico que citamos anteriormente e´ um caso particular desse espac¸o) e quando a
curvatura e´ igual a zero temos o espac¸o euclidiano.
A aceitac¸a˜o dessas novas ideias foi lenta, como Gauss havia previsto. Em 1868, Bel-
trami provou definitivamente que na˜o era poss´ıvel provar o quinto postulado, mostrando




2.1 Me´trica da geometria do taxista
Dizemos que uma func¸a˜o d :M ×M → R e´ uma me´trica quando:
1. d(A,B) ≥ 0, ∀A,B ∈M.
2. E´ sime´trica, d(A,B) = d(B,A), ∀A,B ∈M.
3. d(A,B) = 0 se, e somente se, A = B, ∀A,B ∈M.
4. Satisfaz a desigualdade triangular, d(A,B) ≤ d(A,C) + d(C,B), ∀A,B,C ∈M .
Denomina-se de Espac¸o Me´trico qualquer conjunto M munido de uma me´trica d.
A ideia de distaˆncia entre dois pontos e´ formalizada pelo conceito de me´trica. Nesse
contexto d(A,B) denota a distaˆncia entre os pontos A e B. Geometricamente, a distaˆncia
entre esses pontos e´ dada pela curva de menor comprimento que une esses dois pontos.
A me´trica euclidiana dominou a visa˜o de mundo natural e a noc¸a˜o de distaˆncia ”por li-
nha reta”garantiu o esta´vel desenvolvimento da geometria euclidiana. As geometrias ditas
na˜o euclidianas podem utilizar-se de outras me´tricas, muitas vezes ate´ mais adequadas,
como a interessante geometria do taxista.
A geometria do taxista foi desenvolvida pelo russo Hermann Minkowski (1864 - 1909)
com intuito de simular deslocamentos em uma ”cidade ideal”, representada por uma malha
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quadriculada, na qual as linhas horizontais, verticais e suas intersec¸o˜es representam suas
ruas. Nesse modelo, definimos como reta qualquer conjunto infinito de deslocamentos
horizontais e verticais, e retas paralalelas sa˜o aquelas que na˜o possuem intersec¸a˜o. Dessa
forma, e´ fa´cil verificar que existe uma infinidade de retas paralelas a uma mesma reta
passando por um mesmo ponto, isso ja´ a torna uma geometria na˜o euclidiana (na˜o vale
o quinto postulado de Euclides). Esse modelo e´ muito u´til para simulac¸o˜es urbanas, pois
e´ capaz de modelar as trajeto´rias ”por linhas quebradas”. Nos deslocamentos urbanos
nem sempre podemos fazer uma trajeto´ria reta, direta, para se deslocar de um ponto
a outro, e´ mais natural imaginarmos a trajeto´ria como uma combinac¸a˜o de segmentos
horizontais e verticais, simulando as curvas do trajeto. Pensando assim, o modelo da
geometria do taxista, apesar de ser aplicado a uma cidade ideal, e´ mais plaus´ıvel para
simular o deslocamento das pessoas e de ve´ıculos entre quadras, ao longo de avenidas, do
que o modelo euclidiano.
A malha quadriculada que representa a cidade ideal desse modelo pode ser pensada
como um plano cartesiano, dessa forma podemos localizar pontos e trajeto´rias atrave´s de
coordenadas.
O ponto P na malha quadriculada acima, por exemplo, e´ identificado como (x1, y1).
Cabe observar que na Geometria do Taxista devem-se considerar apenas os pontos de
coordenadas inteiras e, neste caso, as distaˆncias sa˜o medidas em nu´mero de segmentos,
horizontais ou verticais, necessa´rios para se deslocar de um ponto a outro.
Suponha que, de acordo com a figura abaixo, um taxista, saindo do ponto A, queira
buscar um cliente no ponto B. A distaˆncia euclidiana entre esses dois pontos, determinada
pelo Teorema de Pita´goras, e´ dada por de =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2, onde de denota a
distaˆncia euclidiana, mas o taxista na˜o pode percorrer esse caminho direto. Uma possi-
bilidade para ele e´ ir ate´ o ponto C e dali para B, nesse caso a distaˆncia percorrida e´
calculada pela soma das distaˆncias AC e CB e tem-se dt = |x2 − x1|+ |y2 − y1|, onde dt
denota a distaˆncia na geometria do taxista. Extendendo essa definic¸a˜o para coordenadas
reais teremos dt : R
2 × R2 → R atendendo as propriedades necessa´rias para ser uma
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me´trica [8].
Exemplo: Considere uma cidade representada por uma malha quadriculada, com
cada quadr´ıcula de lado medindo 1km. Seja o ponto B(1, 6) a localizac¸a˜o do servic¸o de
Bruno, e seja A = (3, 5) o local onde Ana, a esposa do Bruno, trabalha. Sabendo que
Bruno e Ana saem do trabalho no mesmo hora´rio, para qual dos dois e´ mais via´vel buscar
sua filha na escola, situada no ponto O(0, 0) ?
Soluc¸a˜o: Observe a malha quadriculada abaixo representando a situac¸a˜o.
Pela geometria euclidiana temos que, ao sair do trabalho, Ana esta´ mais perto da
escola do que Bruno,
de(O,B) =
√
12 + 62 =
√
37 ∼= 6, 08km.
de(O,A) =
√
32 + 52 =
√
34 ∼= 5, 83km.
Pore´m, pela geometria do taxista, que e´ mais adequada para a situac¸a˜o temos
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dt(O,B) = 1 + 6 = 7km
dt(O,A) = 3 + 5 = 8km
ou seja, Bruno esta´ mais perto da escola do que Ana.
2.2 Caminhos Variados
Na geometria euclidiana, a distaˆncia entre dois pontos e´ dada pelo tamanho do u´nico
segmento que liga tais pontos. Ja´ na geometria do taxista podem existir va´rios caminhos
distintos que va˜o de um ponto a outro e representam a mesma distaˆncia, de acordo com
a me´trica apresentada na sessa˜o anterior.
Na figura seguinte, os quadrados representam as quadras de uma cidade, e entre elas
passam as ruas e avenidas. Supondo que um ta´xi vai deslocar-se do ponto A ao ponto F ,
quantos caminhos mı´nimos e de mesmo tamanho sa˜o poss´ıveis?
Considera-se que existem va´rios caminhos distintos ligando o ponto A ao ponto F.
Considera-se tambe´m que o deslocamento entre dois pontos de cada quadra seja equiva-
lente a movimentos na vertical (v) ou movimentos na horizontal (h). Assim tem-se:
• Caminho 1: AB +BC + CD +DE + EF , equivalente a ”vvhhh”;
• Caminho 2: AJ + JI + IH +HG+GF , equivalente a ”hhhvv”;
• Caminho 3: AB +BK +KM +MG+GF , equivalente a ”vhhhv”;
• Caminho 4: AJ + JK +KM +ME + EF , equivalente a ”hvhvh”;
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• Caminho 5: AJ + JI + IM +ME + EF , equivalente a ”hhvvh”;
• Caminho 6: AB +BK +KD +DE + EF , equivalente a ”vhvhh”;
• Caminho 7: AJ + JI + IM +MG+GF , equivalente a ”hhvhv”;
• Caminho 8: AB +BK +KM +ME + EF , equivalente a ”vhhvh”;
• Caminho 9: AJ + JK +KM +MG+GF , equivalente a ”hvhhv”;
• Caminho 10: AJ + JI + IM +MG+GF , equivalente a ”hvvhh”.
Portanto, para percorrer do ponto A ao ponto F , existem 10 caminhos mı´nimos dis-
tintos e de mesmo tamanho.
Nem sempre e´ via´vel descrever as possibilidades para descobrir o nu´mero de cami-
nhos mı´nimos poss´ıveis. Observando-se os caminhos acima, nota- se que todos possuem a
mesma quantidade de movimentos na horizontal (treˆs) e na vertical (dois), o que difere e´
apenas a ordem com que esses movimentos sa˜o feitos. O nu´mero de ordens desses movi-
mentos e´ igual ao nu´mero de permutac¸o˜es da sequeˆncia de letras ”hhhvv”, dessa forma o
problema torna-se combinato´rio. Descobrir quantos caminhos distintos existem equivale
a descobrir de quantas formas podemos escolher os treˆs lugares que sera˜o ocupados pelas
letras ”h”dentre os cinco lugares dispon´ıveis, isso pode ser feito de
5!
3! · 2! = 10 formas.
Agora explorando um caso geral, com n movimentos horizontais e m movimentos
verticais, temos que escolher n lugares dentre os n+m lugares dispon´ıveis, isso pode ser
feito de
(n+m)!
n! ·m! formas. Isso nos fornece um me´todo geral, ou fo´rmula, para calcular o
nu´mero de caminhos mı´nimos distintos entre dois pontos na geometria do taxista.
2.3 Circunfereˆncia do taxista
Devido a` maneira peculiar da geometria do taxista medir distaˆncias, diferente daquela
consagrada na geometria euclidiana, muitos problemas de lugares geome´tricos podem
ser explorados, inclusive oferecendo ao exemplos pra´ticos para aplicac¸o˜es de equac¸o˜es
modulares. Figuras geome´tricas, que nos sa˜o familiares, a`s vezes se transmutam.
O c´ırculo de centro C(x1, y1) e raio r e´ o lugar geome´trico dos pontos P (x, y) equi-
distantes do centro. Assim, sendo C(x1, y1) o centro e P (x2, y2) um ponto qualquer da
circunfereˆncia, a distaˆncia de C a P e´ o raio da mesma. A figura abaixo apresenta a
consagrada circunfereˆncia na geometria euclidiana.
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Nesse caso o raio e´ facilmente calculado pela distaˆncia euclidiana cuja equac¸a˜o e´
chamada de equac¸a˜o da circunfereˆncia de centro C(x1, y1) e raio r:
r =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.
Na geometria do taxista, a definic¸a˜o permanecera´ a mesma utilizada pela geometria
euclidiana, pore´m a distaˆncia e´ a do taxista, o que resultara´ numa figura diferente.
Observe as possibilidades para a equac¸a˜o r = |x2 − x1|+ |y2 − y1|:
As equac¸o˜es (1), (2), (3) e (4) geram 4 segmentos de reta. Unidos formam uma cir-
cunfereˆncia de centro C(x1, y1) e raio r na geometria do taxista, que tem a forma de
um quadrado centrado em C e com as diagonais dirigidas segundo as duas direc¸o˜es da
quadr´ıcula utilizada. Tomando o ponto Q(3, 3) como centro da circunfereˆncia e o raio
igual a 3 unidades teremos a circunfereˆncia representada na figura a seguir:
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Lembrando-se que o raio e´ a distaˆncia do centro a um ponto da circunfereˆncia, veˆ-se
que existem va´rios ”formatos”de raios na mesma circunfereˆncia. Veja alguns exemplos:
A raza˜o entre o per´ımetro (comprimento) e o diaˆmetro (dobro do raio) da circun-
fereˆncia, na geometria do taxista , e´ constante e igual a 4. De fato, o per´ımetro da








E´ interessante observar que, diferentemente da geometria euclidiana, na geometria do
taxista duas circunfereˆncias distintas podem se interceptar em inu´meros pontos, como na
figura abaixo:
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2.4 Noc¸o˜es de Mediatriz
Assim como na circunfereˆncia vamos manter a definic¸a˜o geome´trica de mediatriz como
sendo o lugar geome´trico dos pontos equidistantes dos extremos do segmento.
Na figura acima, a marcac¸a˜o de alguns pontos o´bvios equidistantes dos extremos dos
segmentos AB e CD, pela geometria do taxista, leva-nos a` conjectura de que quando o
segmento tem uma qualquer das direc¸o˜es da quadr´ıcula, a mediatriz, tal como na geome-
tria euclidiana, se confunde com a perpendicular ao segmento passando pelo seu ponto
me´dio. Para mostrar que nossa conjectura e´ verdadeira tomemos dois pontos A(x1, y1) e
B(x2, y1), com x1 < x2 e y1 = y2, dessa forma o segmento AB sera´ paralelo a´ direc¸a˜o ho-
rizontal das quadr´ıculas, o racioc´ınio a seguir e´ ana´logo para o caso em que AB e´ vertical
(x1 = x2). Pela definic¸a˜o de mediatriz, utilizando a me´trica do valor absoluto, temos:
P (x, y) e´ um ponto da mediatriz ⇔ |x−x1|+|y−y1| = |x−x2|+|y−y1| ⇔ |x−x1| = |x−x2|
Agora temos 3 possibilidades: x < x1, x > x2 ou x1 ≤ x ≤ x2. As duas primeiras
possibilidades sera˜o descartadas pois na˜o resolvem a equac¸a˜o, a possibilidade restante
finaliza a sequeˆncia de implicac¸o˜es:





Na figura a seguir, as regio˜es retangulares associadas a cada segmento sa˜o um indicador
do tipo de figura que a mediatriz vai ser. Para estas posic¸o˜es dos segmentos AB e CD, a
mediatriz torna-se uma linha poligonal (m para o segmento AB e n para o segmento CD)
que conte´m um segmento formando 45◦ com uma das direc¸o˜es da quadr´ıcula e unindo
dois pontos dos lados do retaˆngulo associado e ainda duas semirretas tendo como direc¸a˜o
umas das direc¸o˜es da quadr´ıcula.
Quando o segmento faz aˆngulos iguais com a duas direc¸o˜es da quadr´ıcula, a mediatriz
e´ formada por um segmento de inclinac¸a˜o oposta e duas regio˜es retangulares ilimitadas,




3.1 Definic¸a˜o da esfera
Seja O um ponto do espac¸o e r um nu´mero real positivo. A superf´ıcie esfe´rica de
centro O e raio r e´ o conjunto de todos os pontos P do espac¸o cuja distaˆncia a O e´ igual
a r. Os pontos do espac¸o cuja distaˆncia a O e´ menor que r sa˜o interiores a` superf´ıcie
esfe´rica e aqueles cuja distaˆncia a O e´ maior que r sa˜o exteriores a ela.
A reunia˜o da superf´ıcie esfe´rica de centro O e raio r com seus pontos interiores e´
chamada a esfera de centro O e raio r. O segmento que une o centro a um ponto qualquer
da superf´ıcie esfe´rica e´ denominado raio da superf´ıcie esfe´rica enquanto que o segmento
que une dois pontos distintos da superf´ıcie esfe´rica e´ chamado uma corda da superf´ıcie
esfe´rica. Em particular, uma corda que conte´m o centro e´ chamada de diaˆmetro da
superf´ıcie esfe´rica e seu comprimento, evidentemente, equivale ao de dois raios.
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Na figura acima os segmentos OQ, OT e OP sa˜o raios da esfera, PQ e PT sa˜o cordas,
QT e´ um diaˆmetro. A notac¸a˜o r se refere ao comprimento dos raios da esfera e, dessa
forma, 2r e´ o comprimento do diaˆmetro. A notac¸a˜o AB representa a medida do segmento
compreendido entre os pontos A e B. Dessa forma, na figura acima, OQ = OT = OP = r.
3.2 Sec¸o˜es da esfera
Dizemos que um plano E e´ tangente a uma superf´ıcie esfe´rica S se E ∩ S conte´m
exatamente um ponto. Esse ponto e´ chamado ponto de tangeˆncia.
Quando E∩S conte´m mais do que um ponto dizemos que o plano e´ secante a` superf´ıcie
esfe´rica, e essa intersecc¸a˜o sera chamada de secc¸a˜o na esfera. Perceba que E ∩ S conter
mais do que um ponto e´ equivalente a dizer que o plano E conte´m um ponto do interior
da superf´ıcie esfe´rica. Vamos investigar agora a forma dessas secc¸o˜es.
Teorema 3.1. Se um plano conte´m um ponto do interior de uma superf´ıcie esfe´rica, enta˜o
a intersecc¸a˜o do plano com a superf´ıcie esfe´rica e´ uma circunfereˆncia. O centro dessa
circunfereˆncia e´ o pe´ da perpendicular ao plano trac¸ada a partir do centro da superf´ıcie
esfe´rica.
Demonstrac¸a˜o: Seja E um plano que na˜o passa pelo centro O da superf´ıcie esfe´rica S
e que conte´m um ponto Y do seu interior. Seja F o pe´ da perpendicular a E trac¸ada a
partir de O, vamos mostrar que a intersecc¸a˜o E ∩ S e´ uma circunfereˆncia de centro F .
Sabemos que OY < r pois Y esta´ no interior de S. No triaˆngulo retaˆngulo ∆OFY
temos que OY e´ hipotenusa, enquanto que OF e´ cateto. Logo OF < OY < r , ou seja,
F tambe´m esta´ no interior de S.
Agora seja X um ponto qualquer na intersecc¸a˜o E ∩ S. Enta˜o ∆OFX tem um










(r2 −OF 2), sendo r2 > OF 2 evidentemente. Logo X esta´ na circunfereˆncia de
centro F e raio
√
(r2 −OF 2).
Provamos assim que qualquer ponto da intersecc¸a˜o E ∩ S esta´ contido na circun-
fereˆncia de centro F e raio
√
(r2 −OF 2). Isso ainda na˜o significa que a intersecc¸a˜o e´ a
circunfereˆncia. Para completar a demonstrac¸a˜o, precisamos mostrar que todo ponto da
circunfereˆncia pertence a` intersecc¸a˜o.
SejaX um ponto qualquer da circunfereˆncia, em E, com centro F e raio
√
(r2 −OF 2).









+ r2 −OF 2 = r2
Portanto OX = r e X pertence a` superf´ıcie esfe´rica S, como quer´ıamos demonstrar.
A intersecc¸a˜o da superf´ıcie esfe´rica com um plano passando pelo seu centro e´ chamada
uma circunfereˆncia ma´xima da superf´ıcie esfe´rica. Ha´ uma forte raza˜o para esse nome:
as circunfereˆncias ma´ximas sa˜o as circunfereˆncias de maior raio contidas na superf´ıcie
esfe´rica. As demais sec¸o˜es sa˜o chamadas de circunfereˆncias menores. Veremos adiante
que o Equador e´ uma circunfereˆncia ma´xima, mas os outros paralelos no globo terrestre
na˜o.
3.3 Geometria Anal´ıtica da Esfera
Nesta sec¸a˜o trabalharemos num sistema ortogonal de coordenadas cartesianas com
origem O para descrever equac¸o˜es parame´tricas para a esfera. Dado um ponto P =
(x, y, z) do espac¸o, uma dupla aplicac¸a˜o do Teorema de Pita´goras mostra que a distaˆncia
de P a O e´ expressa por d(P,O) =
√
x2 + y2 + z2.
Generalizando o resultado, sejam dois pontos P (x, y, z) e C(u, v, w), temos que a
distaˆncia entre eles e´ dada por d(P,C) =
√
(x− u)2 + (y − v)2 + (z − w)2. Dessa forma,
sendo r um nu´mero real positivo, temos que a superf´ıcie esfe´rica S de centro C(u, v, w) e
raio r e´ o conjunto dos pontos P (x, y, z) definidos pela equac¸a˜o:
(1) (x− u)2 + (y − v)2 + (z − w)2 = r2
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A equac¸a˜o (1) e´ denominada equac¸a˜o reduzida de S. A equac¸a˜o (x−3)2+(y+1)2+z2 =
9, por exemplo, determina todos os pontos que formam a superf´ıcie esfe´rica de centro
C(3,−1, 0) e raio r = 3, em R3. Desenvolvendo os quadrados em (1) temos
(2) x2 + y2 + z2 − 2xu− 2yv − 2zw + u2 + v2 + w2 − r2 = 0
que e´ uma equac¸a˜o da forma
(3) x2 + y2 + z2 + ax+ by + cz + d = 0,
sendo a, b, c, d nu´meros reais.
A equac¸a˜o (2) e´ chamada de equac¸a˜o geral de S e a equac¸a˜o (3) classifica essa equac¸a˜o
na famı´lia das formas quadra´ticas da geometria anal´ıtica. Nem toda equac¸a˜o da forma (3)
e´ equac¸a˜o de uma esfera, e´ sempre necessa´rio fazer uma verificac¸a˜o e para isso devemos
tentar transforma´-la na forma (1), se essa transformac¸a˜o for poss´ıvel a verificac¸a˜o esta´
completa.
Exemplo: Considere a forma quadra´tica x2 + y2 + z2 + 4x − 2y − 6z + 8 = 0.
Completando quadrados temos
• x2 + 4x = (x+ 2)2 − 4
• y2 − 2y = (y − 1)2 − 1
• z2 − 6z = (z − 3)2 − 9
Substituindo na forma quadra´tica dada temos
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(x+ 2)2 − 4 + (y − 1)2 − 1 + (z − 3)2 − 9 + 8 = 0
da´ı
(x+ 2)2 + (y − 1)2 + (z − 3)2 = 6.
Portanto a equac¸a˜o dada e´ de uma superf´ıcie esfe´rica de centro C(−2, 1, 3) e raio
r =
√
6, de acordo com a equac¸a˜o reduzida equivalente.
Agora vamos tentar repetir o mesmo procedimento para a forma quadra´tica x2+ y2+
z2 − 2x− 4y + 10 = 0. Completando quadrados temos
• x2 − 2x = (x− 1)2 − 1
• y2 − 4y = (y − 2)2 − 4
Substituindo na forma quadra´tica dada temos
(x− 1)2 − 1 + (y − 2)2 − 4 + z2 + 10 = 0
Como a soma de quadrados de nu´meros reais nunca pode ser negativa, conclu´ımos
que nenhum ponto P (x, y, z) pode satisfazer essa equac¸a˜o. Portanto, a forma quadra´tica
dada na˜o representa uma equac¸a˜o de superf´ıcie esfe´rica.
No caso da forma quadra´tica x2 + y2 + z2 − 4x − 2y + 2z − 6 = 0. Completando
quadrados temos (x− 2)2 + (y − 1)2 + (z + 1)2 = 0, ou seja, o u´nico ponto que satisfaz a
equac¸a˜o e´ (2, 1,−1). Portanto essa forma quadra´tica e´ um u´nico ponto, logo na˜o e´ nem
um esfera e nem vazio.
Vejamos agora uma outra forma de descrever uma esfera na geometria anal´ıtica, por
meio de equac¸o˜es parame´tricas. Dado um ponto P = (x, y, z) do espac¸o, sejam θ e ϕ os
aˆngulos assinalados na figura abaixo:
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Os aˆngulos θ e ϕ acima indicados sera˜o chamados de latitude e longitude, respec-
tivamente, do ponto P, fazendo uma analogia com as coordenadas do globo terrestre.
Conhecendo-se a latitude θ, a longitude ϕ e o mo´dulo do vetor
−→
OP , que vamos denominar
por r, ( ~|OP | =
√
x2 + y2 + z2 = r) podemos determinar suas coordenadas cartesianas x,
y e z.
Observando o triaˆngulo ∆OPA, sendo A a projec¸a˜o do ponto P no plano xOy, temos
que sen θ = z
r
, portanto z = r · sen θ.
Esta expressa˜o atribui a θ um u´nico valor entre 0 e pi
2
quando z > 0 e um u´nico valor
entre −pi
2




















. Portanto segue que
x =
√
x2 + y2 · cosϕ = r · cos θ · cosϕ.





x2 + y2 · senϕ = r · cos θ · senϕ.
Estas expresso˜es definem um u´nico ϕ entre 0 e pi
2
quando y > 0 e x > 0, um u´nico ϕ
entre pi
2
e π quando y > 0 e x < 0, um u´nico ϕ entre -π e −pi
2
quando y < 0 e x < 0 e um
u´nico ϕ entre −pi
2
e 0 quando y < 0 e x > 0. Portanto temos que ϕ ∈ [−π, π].
Agora temos equac¸o˜es parame´tricas para a esfera centrada na origem O do espac¸o R3,
em relac¸a˜o aos paraˆmetros θ e ϕ definidos anteriormente, e podemos descrever qualquer
ponto P pertencente a` esfera pelo vetor
−→





] e ϕ ∈ [−π; π]
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3.4 Distaˆncia numa superf´ıcie esfe´rica
A distaˆncia d(A,B) entre dois pontos A e B e´, essencialmente, o menor dos compri-
mentos das trajeto´rias ligando A a B. Ja´ vimos nos cap´ıtulos anteriores que na geometria
euclidiana a distaˆncia entre dois pontos e´ um segmento de reta com extremos nesses pon-
tos, enquanto que na geometria do taxista a distaˆncia e´ dada por uma soma de segmentos
unita´rios horizontais e verticais de formando o menor caminho poss´ıvel entre esses dois
pontos. Sobre uma superf´ıcie esfe´rica, no entanto, na˜o existe um segmento de linha reta,
uma vez que ela e´ curvada em todas as direc¸o˜es. Como medir a distaˆncia entre dois pontos
A e B neste caso? Nessa sec¸a˜o vamos provar que dados dois pontos A e B numa superf´ıcie
esfe´rica, a distaˆncia d(A,B) e´ o comprimento do arco menor AB da circunfereˆncia ma´xima
que passa por A e B. Esse resultado mostra que nossa intuic¸a˜o nos engana diversas vezes
ao tratar de distaˆncias numa superf´ıcie esfe´rica, quando dois pontos esta˜o em um mesmo
paralelo temos a tendeˆncia de achar que o menor trajeto entre eles e´ pelo arco menor
desse paralelo (que na˜o e´ uma circunfereˆncia maxima) quando na verdade e´ o arco menor
da circunfereˆncia maior passando por esses dois pontos.
Na figura acima temos os pontos A e B em um mesmo paralelo e a representac¸a˜o
da circunfereˆncia ma´xima passando por A e B. E´ razoa´vel imaginar que quanto maior
for o raio da circunfereˆncia que compreende o arco AB menos curvo sera´ esse arco, logo
se assemelhara´ mais com uma reta e minimizara´ a distaˆncia, pore´m iremos fazer uma
demonstrac¸a˜o matema´tica para esse fato. Para fazer essa demonstrac¸a˜o precisaremos de
alguns resultados da geometria diferencial que vamos discutir de forma breve a seguir
(uma discussa˜o mais formal e completa pode ser encontrada no livro [4]).
Diremos que r(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b] ⊂ R, e´ a parametrizac¸a˜o de uma curva
quando todo ponto P dessa curva puder ser identificado pelo vetor
−→
OP= (x(t), y(t), z(t)) =
r(t), sendo O a origem do espac¸o R3. Definimos essa curva como diferencia´vel se as
func¸o˜es parame´tricas x(t), y(t) e z(t), t ∈ [a, b] ⊂ R, sa˜o diferencia´veis, ou seja, possuem
derivadas de todas as ordens para todo valor de t em seu domı´nio. Nesse caso denotamos
por r′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)), o vetor tangente a` curva no ponto P (x(t), y(t), z(t)), sendo
x′(t), y′(t), z′(t) as derivadas das respectivas func¸o˜es parame´tricas.
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Dada a parametrizac¸a˜o r(t), t ∈ [a, b] ⊂ R, de uma curva diferencia´vel e´ poss´ıvel
calcular uma aproximac¸a˜o do seu comprimento dividindo-a em segmentos de reta, como
mostra a figura abaixo.
E´ o´bvio que quanto mais segmentos de reta fizermos, mais o comprimento da poligonal
formada por eles vai se aproximar do comprimento da curva. Quando tomamos o limite
do comprimento dessa poligonal, fazendo o nu´mero de segmentos tender a infinito, encon-
tramos exatamente o comprimento da curva. Matematicamente descrevemos essas somas
de infinitas partes envolvendo variac¸o˜es infinitesimais de paraˆmetros por meio de uma






onde |r′(t)| e´ o mo´dulo do vetor tangente a` curva no ponto P (x(t), y(t), z(t)),
|r′(t)| =
√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2
Agora, em posse desses resultados, vamos demonstrar a proposic¸a˜o que motivou a
sec¸a˜o:
Proposic¸a˜o 3.2. Dados dois pontos A e B numa superf´ıcie esfe´rica, a distaˆncia d(A,B)
e´ o comprimento do arco menor AB da circunfereˆncia ma´xima que passa por A e B.
Demonstrac¸a˜o: Podemos supor, sem perda de generalidade, que a superf´ıcie esfe´rica
que estamos trabalhando tem raio unita´rio, r = 1, e que seu centro e´ a origem do sistema
ortogonal de coordenadas cartesianas, no espac¸o R3. O caso geral segue multiplicando a
distaˆncia na esfera unita´ria pelo raio r.
Pela simetria da superf´ıcie esfe´rica podemos assumir que o ponto A e´ o Po´lo Norte.





ϕ ∈ [−π; π], temos que













) = (0; 0; 1).
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Agora dado um outro ponto B qualquer, com latitude θ1 e longitude ϕ1, temos
B(x; y; z) = (cos θ1 · cosϕ1; cos θ1 · senϕ1; senθ1).
A circunfereˆncia ma´xima que passa por A e B conte´m o meridiano por B de modo
que o arco menor AB tem por comprimento pi
2
− θ1, pois r = 1.
Agora vamos considerar uma trajeto´ria arbitra´ria ligando A e B e mostrar que seu
comprimento e´ maior ou igual a pi
2
− θ1. Se nos imaginarmos viajando de A ate´ B, em
cada instante, estaremos em um ponto da superf´ıcie esfe´rica com uma latitude θ(t) e uma
longitude ϕ(t), dessa forma a trajeto´ria pode ser descrita por uma curva parametrizada,
r(t) = (x(t), y(t), z(t)) = (cos θ(t) · cosϕ(t); cos θ(t) · senϕ(t); senθ(t)), t ∈ [0, t1]
sendo A = r(0) e B = r(t1).
Dessa forma fica claro que θ(0) = pi
2
,θ(t1) = θ1, ϕ(0) =
pi
2
e ϕ(t1) = ϕ1. Essa
curva parametrizada e´ diferencia´vel pois x(t), y(t) e z(t) possuem derivadas de todas as
ordens para quaquer valor de t (as func¸o˜es sen(t) e cos(t) sa˜o diferencia´veis). Aplicando
as propriedades das derivadas de produtos e de senos e cossenos, determinamos que os
vetores tangentes a essa curva sa˜o dados por
r′(t) = (x′(t); y′(t); z′(t))
sendo
x′(t) = −senθ(t). cosϕ(t).θ′(t)− cos θ(t).senϕ(t).ϕ′(t)
y′(t) = −senθ(t).senϕ(t).θ′(t) + cos θ(t). cosϕ(t).ϕ′(t)
z′(t) = cos θ(t).θ′(t)
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Portanto, utilizando propriedades alge´bricas dos senos e cosenos para simplificar as
equac¸o˜es que surgem das expanso˜es dos quadrados, temos
|r′(t)| =
√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2) =
√
(θ′(t)2 + cos2 θ(t) · ϕ′(t)2).
Da´ı, como cos2 θ(t) · ϕ′(t)2 ≥ 0, temos
|r′(t)| =
√
θ′(t)2 + cos2 θ(t) · ϕ′(t)2) ≥
√
θ′(t)2 = |θ′(t)|







θ′(t)dt = −[θ(t1)− θ(0)] = π
2
− θ1.
Ja´ haviamos provado anteriormente que pi
2
− θ1 e´ o comprimento do arco menor AB
da circunfereˆncia ma´xima que passa por A e B, portanto acabamos de provar que o
comprimento de qualquer curva r(t) conectando os pontos A e B pela superf´ıcie da esfera
e´ maior ou igual do que o comprimento do arco menor AB da circunfereˆncia maxima que
passa por A e B. Logo d(A,B) e´ esse comprimento.
Agora vamos ver um exemplo pra´tico do ca´lculo da distaˆncia entre dois pontos numa
superf´ıcie esfe´rica.
Exemplo 2: Considere a Terra como uma superf´ıcie esfe´rica de raio r = 6400km
e centrada no ponto O(0, 0, 0), no espac¸o R3. As cidades de Nova York e Na´poles esta˜o
praticamente sobre o mesmo paralelo, de aproximadamente θ1 =
2pi
9
, e suas longitudes sa˜o
aproximadamente θ1 = −5pi12 e ϕ2 = pi12 , respectivamente.
Se A e B representam as cidades de Nova York e Na´poles, respectivamente, vejamos
como calcular neste caso o comprimento do arco menor AB da circunfereˆncia ma´xima
que passa por A e B, ou seja, como calcular a distaˆncia d(A,B).































Tomando aproximac¸o˜es da tabela trigonome´trica para os senos e cossenos, temos,
−→
OA∼= 6400(0, 198;−0, 74; 0, 643)
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−→
OB∼= 6400(0, 74; 0, 198; 0, 643)




OB pode ser obtido utilizando o produto escalar








OA | · |
−→
OB | · cosα.
Agora vamos lembrar que, por outro lado, dados dois vetores ~v = (v1; v2; v3) e ~u =







= 64002.(0, 147− 0, 147 + 0, 413) = 64002.0, 413.
Agora, como |
−→
OA | = |
−→
OB | = r = 6400, temos
64002.0, 413 = 64002. cosα
Portanto α = 11pi
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. Agora tomamos α = 11pi
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como a medida do arco menor AB da
circunfereˆncia ma´xima que passa por A e B e calculamos o comprimento desse arco, que





Na geometria da superf´ıcie esfe´rica o caminho mı´nimo entre dois pontos e´ u´nico, a
menos no caso dos dois pontos serem diametralmente opostos, nesse caso existem infinitos
desses caminhos, que sa˜o semicircunfereˆncias ma´ximas da esfera. Por outro lado, as
semicircunfereˆncias ma´ximas da superf´ıcie esfe´rica sa˜o um limitante para a distaˆncia entre
dois pontos quaisquer da mesma, dessa forma temos que a distaˆncia d entre dois pontos
nunca e´ maior do que π · r, onde r e´ o raio dessa superf´ıcie.
3.5 Circunfereˆncia e mediatriz na geometria da
superf´ıcie esfe´rica
No cap´ıtulo 2, sec¸o˜es 2.3 e 2.4, discutimos as diferenc¸as geome´tricas entre as circun-
fereˆncias e mediatrizes nas geometrias do taxista e euclidiana. Nessa sec¸a˜o vamos discutir
esses lugares geome´tricos na geometria da superf´ıcie esfe´rica, mantendo as suas definic¸o˜es.
As demonstrac¸o˜es formais sera˜o omitidas, pois requerem conhecimentos mais avanc¸ados
sobre geometria diferencial, que fogem da proposta desse texto.
Dado um ponto P na superf´ıcie esfe´rica de raio r e uma distaˆncia fixa d ≤ π · r, temos
que o lugar geome´trico dos pontos que distam d do ponto P , por essa superf´ıcie, e´ uma
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circunfereˆncia menor (ver sec¸a˜o 3.2) da mesma, a menos do caso em que d = pi ·r
2
, pois
nesse caso o lugar geome´trico procurado sera´ uma circunfereˆncia ma´xima. Por definic¸a˜o
essa circunfereˆncia menor e´ uma circunfereˆncia de centro P e raio d, nessa superf´ıcie
esfe´rica.
Tomando um ponto Q qualquer dessa circunfereˆncia, temos que d e´ o comprimento
do menor arco PQ, determinado pelo centro da esfera. Determinando a medida desse
arco, dada pela raza˜o d
r
, e´ poss´ıvel idenficar o posicionamento exato dessa circunfereˆncia
na supef´ıcie esfe´rica.




na˜o sera´ constante. De fato, tomando d = pi·r
2
, a circunfereˆncia de centro P e raio d tera´
comprimento 2πr, onde r e´ o raio da superf´ıcie esfe´rica. Logo M = 2. Por outro lado,
tomando d = πr a circunfereˆncia de centro P e raio d sera´ o ponto ant´ıpoda ao ponto P .
Assim M = 0.
Dados dois pontos A e B na superf´ıcie esfe´rica de raio r, temos que o lugar geome´trico
dos pontos que sa˜o equidistantes de A e B, por essa superf´ıcie, e´ uma circunfereˆncia
ma´xima.
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Por definic¸a˜o essa circunfereˆncia ma´xima e´ a mediatriz do segmento AB, pela su-
perf´ıcie esfe´rica
3.6 Excesso de um triaˆngulo esfe´rico
Na sec¸a˜o anterior vimos que as trajeto´rias que determinam a distaˆncia entre dois
pontos na superf´ıcie esfe´rica sa˜o arcos de circunfereˆncias ma´ximas, portanto podemos
fazer uma analogia da geometria da superf´ıcie esfe´rica com a geometria euclidiana, na
qual os arcos de circunfereˆncias ma´ximas esta˜o para os segmentos de reta assim como
as circunfereˆncias maiores esta˜o para as retas. Dessa forma e´ fa´cil ver que a geometria
da superf´ıcie esfe´rica e´ na˜o euclidiana pois ela nega o conceito euclidiano de paralelismo,
uma vez que quaisquer duas circunfereˆncias ma´ximas possuem intersec¸a˜o.
Chamaremos de triaˆngulo esfe´rico o triaˆngulo formado, na superf´ıcie esfe´rica, por treˆs
arcos de circunfereˆncias ma´ximas. A figura abaixo mostra um triaˆngulo esfe´rico ABC.
O ve´rtice A e´ a intersec¸a˜o de duas circunfereˆncias ma´ximas e o aˆngulo α entre essas
duas circunfereˆncias e´ definido como o aˆngulo entre os vetores tangentes a essas circun-
fereˆncias no ponto A. Os aˆngulos β e γ sa˜o definidos de forma ana´loga, nos pontos B e
C.
O resultado que provaremos nessa sec¸a˜o diz respeito a` soma dos aˆngulos internos de
um triaˆngulo esfe´rico, que usualmente passa de 180◦ ou π radianos. A diferenc¸a entre
a soma e o valor de π radianos e´ chamado de excesso esfe´rico ou defeito do triaˆngulo
esfe´rico. Esse excesso na˜o e´ uma constante, pore´m e´ sempre proporcional a` a´rea do tri-
angulo esfe´rico, no caso da esfera unita´ria ele e´ exatamente igual a essa a´rea.
Exemplo 3: Na figura abaixo temos um triaˆngulo esfe´rico com 3 aˆngulos retos, ou




A a´rea desse triaˆngulo ocupa exatamente um oitavo da a´rea da esfera. Supondo a
esfera unita´ria temos que sua area e´ de 4π unidades de a´rea. Portanto a area do triaˆngulo
e´ de pi
2
unidades de a´rea, que e´ exatamente o excesso esfe´rico desse triaˆngulo.
O teorema que garante essa propriedade do excesso esfe´rico em qualquer superf´ıcie
esfe´rica e´ chamado de Teorema de Gauss Bonnet e sua demonstrac¸a˜o pode ser encontrada
em [4], que esta´ nas refereˆncias deste trabalho. O Teorema de Gauss Bonnet e´ mais
abrangente, garantindo propriedades semelhantes para triaˆngulos em qualquer superf´ıcie
regular.
Para finalizar essa sec¸a˜o vamos dar uma demonstrac¸a˜o geome´trica, menos formal,
para o caso espec´ıfico de um triaˆngulo esfe´rico em uma superf´ıcie esfe´rica unita´ria.
Proposic¸a˜o 3.3. Sejam α, β e γ os treˆs aˆngulos internos de um triaˆngulo esfe´rico e ǫ o
excesso desse triaˆngulo, enta˜o ǫ e´ igual a` a´rea do triaˆngulo.
Demonstrac¸a˜o: Temos que cada um dos aˆngulos α, β e γ e´ formado por duas cir-
cunfereˆncias ma´ximas. Cada par de circunfereˆncias ma´ximas forma uma cinta na esfera.
A figura a seguir mostra uma dessas cintas, gerada pelas circunfereˆncias que formam o
aˆngulo α entre si.
A a´rea dessa cinta pode ser calculada por meio de uma regra de treˆs simples na qual
a sua a´rea esta´ para a a´rea da superf´ıcie esfe´rica assim como seu aˆngulo α esta´ para π.
Resolvendo essa regra de treˆs temos que a a´rea dessa cinta vale 4α. Analogamente as
a´reas das outras cintas, que esta˜o representadas nas figuras abaixo, sa˜o 4β e 4γ.
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Agora, lanc¸ando ma˜o das representac¸o˜es, e´ fa´cil ver que ao somar as a´reas das 3 cintas
teremos a a´rea da superf´ıcie esfe´rica completa e mais quatro vezes a a´rea do triaˆngulo
esfe´rico. Portanto, se A e´ a a´rea do triaˆngulo esfe´rico, tem-se
4α + 4β + 4γ = 4π + 4A,
da´ı (α + β + γ)− π = A.
Portanto ǫ = A.
Como dissemos no primeiro cap´ıtulo, Gauss foi o primeiro a perceber essa relac¸a˜o
entre a soma dos aˆngulos de um triaˆngulo em uma superf´ıcie de curvatura constante e sua
a´rea. A superf´ıcie esfe´rica e´ uma superf´ıcie de curvatura constante positiva e resolvemos
aborda´-la pela sua aplicabilidade direta na realidade dos estudantes, sendo o planeta Terra
aproximadamente uma superf´ıcie esfe´rica, mas os resultados de Gauss e seus sucessores sa˜o
mais abrangentes e podem ser generalizados, com as devidas modificac¸o˜es, para qualquer
superf´ıcie de curvatura constante, mesmo negativa. Os livros de geometria diferencial
citados nas refereˆncias tratam do assunto de forma mais geral.
3.7 A matema´tica do GPS
A sigla GPS nada mais e´ do que a abreviatura para Global Positioning System. Trata-
se de uma ”constelac¸a˜o”de vinte e quatro sate´lites, orbitando em torno da Terra a uma
altura aproximada de 20.200 km acima do n´ıvel do mar, permitindo a receptores determi-
nar a sua posic¸a˜o em qualquer lugar sobre a Terra com uma nota´vel precisa˜o. Os vinte e
quatro sate´lites trafegam em torno da Terra em seis o´rbitas esta´veis e pre´-determinadas
com quatro sate´lites em cada o´rbita. Os sate´lites percorrem uma o´rbita completa a cada
12 horas e cada sate´lite tem 28◦ de visualizac¸a˜o sobre a Terra. Essa disposic¸a˜o log´ıstica e´
feita de forma a assegurar que todo ponto da superf´ıcie terrestre, em qualquer instante, es-
teja visualizado por pelo menos quatro sate´lites (vamos provar mais adiante a necessidade
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dessa condic¸a˜o para o funcionamentodo GPS).
O projeto do GPS foi iniciado em 1973 pelo Departamento de Defesa dos Estados
Unidos com o propo´sito de que aeronaves e navios militares pudessem determinar sua
posic¸a˜o com mais precisa˜o, ale´m de ajudar no lanc¸amento de mı´sseis e na localizac¸a˜o de
tropas terrestres em movimento. Atualmente o GPS e´ utilizado por qualquer civil (muitas
vezes com menos precisa˜o do que os militares) e seus servic¸os podem ser utilizados ate´
por meios de aplicativos de celular. Entre as principais aplicac¸o˜es do GPS no dia a dia
destacamos:
• Roteirista de viagens: determinam ale´m da sua posic¸a˜o dentro de uma cidade, quais
as atrac¸o˜es e pontos tur´ısticos mais pro´ximos, hote´is, postos de emergeˆncias, etc.
• Monitoramento de abalos s´ısmicos: tais abalos sa˜o precedidos por alterac¸o˜es no
campo gravitacional que distorcem as ondas de ra´dio permitindo, atrave´s do GPS,
tentar prever a ocorreˆncia de um terremoto com algumas horas de antecedeˆncia.
• Meteorologia: o GPS gera informac¸o˜es para a previsa˜o da meteorologia, estudo do
clima e outros campos de pesquisa relacionados.
• Localizac¸a˜o para resgate: o servic¸o usa o GPS para guiar helico´pteros de socorro
ate´ o lugar do acidente.
• Aplicac¸o˜es industriais: a´reas infectadas por pestes sa˜o identificadas por fotografias
ae´reas e, com uso do GPS, um trator pode ser guiado para aplicac¸o˜es de pesticidas.
• Uso militar: coordenadas de ataque, orientac¸a˜o e controle para mı´sseis bal´ısticos,
marcac¸a˜o para artilharia, bombardeio de aeronaeronaves, defesa ae´rea, rastreamento
de submarinos, localizac¸a˜o de minas e radares inimigos, atos terroristas, etc.
Com todas essas aplicac¸o˜es pra´ticas o conhecimento matema´tico envolvido no fun-
cionamento do GPS acaba sendo esquecido. Vamos explicar a seguir como ele funciona
matematicamente e provar mais um teorema importante da geometria das superficies
esfe´ricas, fundamental para seu funcionamento.
Cada um dos sate´lites do GPS transmite por ra´dio um padra˜o fixado que e´ recebido
por um receptor na Terra funcionando como um cronoˆmetro extremamente acurado. O
receptor mede a diferenc¸a entre o tempo que o padra˜o e´ recebido e o tempo que foi emitido.
Esta diferenc¸a, na˜o mais do que um de´cimo de segundo, permite que o receptor calcule a
sua distaˆncia ao sate´lite emissor multiplicando-se a velocidade do sinal ( aproximadamente
2, 99792458.108 m/s - a velocidade da luz ) pelo tempo que o sinal de ra´dio levou do sate´lite
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ao receptor. Essa distaˆncia e´ tomada como sendo o raio de uma superf´ıcie esfe´rica com
centro no sate´lite, de forma que o receptor seja um ponto nessa superf´ıcie.
Cada sate´lite e´ programado para emitir o que se chama efeme´ride, que informa a sua
posic¸a˜o exata, naquele instante, em relac¸a˜o a um sistema ortogonal de coordenadas como
o descrito na sec¸a˜o anterior. Tal posic¸a˜o determina as coordenadas do centro da superf´ıcie
esfe´rica citada no paragrafo anterior. Com a efeme´ride do sate´lite e a distaˆncia em relac¸a˜o
ao receptor obte´m-se a equac¸a˜o geral dessa superf´ıcie esfe´rica.
Coletando-se sinais emitidos por quatro sate´lites, o receptor determina a sua posic¸a˜o
exata no sistema ortogonal pre´ definido, calculando-a como intersecc¸a˜o das quatro su-
perf´ıcies esfe´ricas obtidas (se a intersec¸a˜o na˜o for vazia, sera´ u´nica). A localizac¸a˜o e´ dada
utilizando-se as coordenadas geogra´ficas (latitude, longitude) e o raio, em relac¸a˜o a` origem
do sistema ortogonal.
Finalizamos a sec¸a˜o com o teorema que a garante o funcionamento do me´todo descrito.
Teorema 3.4. Se quatro superf´ıcies esfe´ricas se intersectam e seus centros sa˜o na˜o co-
planares enta˜o essa intersecc¸a˜o consiste de um u´nico ponto.
Demonstrac¸a˜o: Sejam S1, S2, S3 e S4 superf´ıcies esfe´ricas de centros C1, C2, C3 e C4,
respectivamente. Mostraremos que se S1 ∩ S2 ∩ S3 ∩ S4 6= ∅ e C1, C2, C3, C4 sa˜o na˜o
coplanares enta˜o S1 ∩ S2 ∩ S3 ∩ S4 e´ um conjunto unita´rio.
Sendo x2+ y2+ z2+ajx+ bjy+ cjz+ dj = 0 a equac¸a˜o geral de Sj, onde j = 1, 2, 3, 4,
ao subtrairmos essas equac¸o˜es duas a duas obtemos equac¸o˜es lineares em x, y e z uma vez
que os termos x2, y2 e z2 sa˜o eliminados.
Cada uma dessas equac¸o˜es lineares determina um plano que conte´m a correspondente
intersecc¸a˜o. Por exemplo, subtraindo as equac¸o˜es de S1 e S2 obtem-se uma equac¸a˜o do
plano que conte´m S1 ∩ S2.
Considerando-se os planos que conte´m S1∩S2, S1∩S3 e S1∩S4 temos que se P (x, y, z)




(a1 − a2)x+ (b1 − b2)y + (c1 − c2)z + (d1 − d2) = 0
(a1 − a3)x+ (b1 − b3)y + (c1 − c3)z + (d1 − d3) = 0
(a1 − a4)x+ (b1 − b4)y + (c1 − c4)z + (d1 − d4) = 0
A prova do teorema estara´ terminada se mostrarmos que o sistema acima tem uma
u´nica soluc¸a˜o pois a existeˆncia de dois pontos distintos em S1 ∩S2 ∩S3 ∩S4 acarretariam
duas soluc¸o˜es distintas do sistema linear.
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Da a´lgebra linear, sabemos que provar que possui uma u´nica soluc¸a˜o e´ o mesmo que
provar que a matriz


a1 − a2 b1 − b2 c1 − c2
a1 − a3 b1 − b3 c1 − c3
a1 − a4 b1 − b4 c1 − c4


possui determinante na˜o nulo.
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Sendo Cj = (uj, vj, wj) o centro de Sj, j = 1, 2, 3, 4, completando quadrados temos




u2 − u1 v2 − v1 w2 − w1
u3 − u1 v3 − v1 w3 − w1





a1 − a2 b1 − b2 c1 − c2
a1 − a3 b1 − b3 c1 − c3
a1 − a4 b1 − b4 c1 − c4


Como, por hipo´tese, C1, C2, C3, C4 sa˜o na˜o coplanares segue que o determinante da
matriz a esquerda e´ na˜o nulo e, portanto, (∗) e´ um sistema linear com determinante na˜o
nulo tendo assim uma u´nica soluc¸a˜o.
O fato do sistema linear (∗) ter uma u´nica soluc¸a˜o na˜o acarreta necessariamente que
a intersecc¸a˜o das quatro superf´ıcies esfe´ricas consiste de um u´nico ponto. Pore´m como,
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